
XXX Ìåæðåãèîíàëüíàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

¾ÑÀÌÌÀÒ-2022¿

Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

6 ìàðòà 2022 ãîäà

6 êëàññ
B 1 (10 áàëëîâ). Ðàçíîñòü ìåæäó äâóçíà÷íûì ÷èñëîì è ïðîèçâåäåíèåì åãî
öèôð ðàâíà óòðîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ ñóììû åãî öèôð. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

B 2 (10 áàëëîâ). Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â âåðøèíàõ è
íà ñåðåäèíàõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà øåñòü ðàçëè÷íûõ öåëûõ
÷èñåë òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî, ñòîÿùåå â âåðøèíå, áûëî
ðàâíî ñóììå ÷èñåë â äâóõ äðóãèõ âåðøèíàõ è ÷èñëà, ñòî-
ÿùåãî íà ñåðåäèíå ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû. Ïðèâåäèòå
õîòÿ áû îäèí ïðèìåð.

B 3 (10 áàëëîâ). Âîññòàíîâèòå ïîâðåæäåííóþ çàïèñü
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Â îòâåò çàïèøèòå ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ.
B 4 (10 áàëëîâ). Ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðàòà è êðóãà ñîñòàâëÿåò 36%
ïëîùàäè èõ îáúåäèíåíèÿ, ïðè ýòîì ïëîùàäü êðóãà âíå êâàäðàòà ñîñòàâëÿåò
20% ïëîùàäè èõ îáúåäèíåíèÿ. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïëîùàäè êâàäðàòà íàõîäèòñÿ
âíå êðóãà?
B 5 (10 áàëëîâ). Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè
íà 5 äàåò â îñòàòêå 3, ïðè äåëåíèè íà 6 � â îñòàòêå 4, à ïðè äåëåíèè íà 7 � â
îñòàòêå 5.
B 6 (10 áàëëîâ). Ñêîëüêî ëåò áðàòó, åñëè â ïðîøëîì ãîäó áðàò áûë ñòàðøå
ñåñòðû â 4 ðàçà, à â áóäóùåì ãîäó ñåñòðà áóäåò ìëàäøå áðàòà â òðè ðàçà?
B 7 (10 áàëëîâ). ×àñû ïðîáèëè ïîëíî÷ü. Êàêîé óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìè-
íóòíîé ñòðåëêîé áóäåò ÷åðåç 2022 ìèíóòû?
B 8 (10 áàëëîâ). Çàäàíî äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Ðàçíîñòü ìåæäó ýòèì ÷èñëîì è
äâóçíà÷íûì ÷èñëîì, êîòîðîå ïîëó÷åíî ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè ÷èñåë äåñÿòêîâ
è åäèíèö èñõîäíîãî ÷èñëà, ðàâíà 18. Íàéòè ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è
ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè òàêèõ çàäàííûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë.
B 9 (10 áàëëîâ). Àëèñà è Áàçèëèî ïðîäàëè çà 3 äíÿ 20 ïîðöèé ìîðîæåíîãî.
Ñåãîäíÿ Àëèñà ïðîäàëà ñòîëüêî ïîðöèé, ñêîëüêî Áàçèëèî â÷åðà è ñåãîäíÿ, íî
çàòî ïîçàâ÷åðà îí ïðîäàë íà äâå ïîðöèè áîëüøå, ÷åì Àëèñà â÷åðà è ïîçàâ÷åðà.
Ñêîëüêî ïîðöèé ìîðîæåíîãî ïðîäàë êàæäûé?
B 10 (10 áàëëîâ). Êàêèì ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïëèòîê êâàäðàòíîãî
ñå÷åíèÿ ìîæíî çàìîñòèòü ïëîùàäü â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 462
è 510 ìåòðîâ?

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!
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B 1 (10 áàëëîâ). Â êëàññå ïðèñóòñòâóþò ó÷èòåëü è íåñêîëüêî ó÷åíèêîâ. Íàé-
òè ÷èñëî ó÷åíèêîâ, åñëè âîçðàñò ó÷èòåëÿ íà 24 ãîäà áîëüøå ñðåäíåãî âîçðàñòà
ó÷åíèêîâ è íà 20 ëåò áîëüøå ñðåäíåãî âîçðàñòà âñåõ ïðèñóòñòâóþùèõ â êëàññå.

B 2 (10 áàëëîâ). Öåíòðû òðåõ êðóãîâ ñ ðàäèóñàìè
R1 = 78 ñì, R2 = 30 ñì è R3 = 24 ñì ðàñïîëîæåíû
íà îäíîé ïðÿìîé òàê, ÷òî êðóãè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà
(ñì. ðèñ.) è ìîãóò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîèõ öåíòðîâ.
Ïåðâûé êðóã íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ, ïðèâîäÿ âî âðàùå-
íèå âòîðîé è òðåòèé êðóã. Âñå êðóãè âðàùàþòñÿ áåç

ïðîñêàëüçûâàíèÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
îáîðîòîâ âòîðîãî êðóãà ñèñòåìà èç òðåõ êðóãîâ ïðèìåò èñõîäíîå (íà÷àëüíîå)
ñîñòîÿíèå?

B 3 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü óðàâíåíèå:
(n− 2)!

n!
+

(n− 1)!

(n+ 1)!
=

1

12
. Óêàçàíèå:

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n.
B 4 (10 áàëëîâ). Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n ÷èñëî nn+1−2n2+2n−1
íàöåëî äåëèòñÿ íà (n− 1)2?
B 5 (10 áàëëîâ). Êàêèì ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ÿùèêîâ â ôîðìå êóáà
ìîæíî ïîëíîñòüþ çàïîëíèòü ñêëàä, ïðåäñòàâëÿþùèé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàë-
ëåëåïèïåä ñ äëèíîé 728 ñì, øèðèíîé 616 ñì è âûñîòîé 399 ñì? (Ñóììàðíûé
îáúåì ÿùèêîâ äîëæåí ðàâíÿòüñÿ îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà).
B 6 (10 áàëëîâ). Äâå êîðîáêè êîíôåò è 3 ïà÷êè ÷àÿ ñòîÿò 910 ðóáëåé, à
òðè êîðîáêè êîíôåò è 5 ïà÷åê ÷àÿ ñòîÿò 1440 ðóáëåé. Ñêîëüêî ñòîÿò 4 êîðîáêè
êîíôåò è 2 ïà÷êè ÷àÿ?

B 7 (10 áàëëîâ). Íàéòè âñå öåëûå çíà÷åíèÿ m, ïðè êîòîðûõ äðîáü
3m+ 2

m− 4
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.
B 8 (10 áàëëîâ). Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë ∠C = 70◦. Íàéòè îñòðûé óãîë
ìåæäó áèññåêòðèñàìè óãëîâ ∠A è ∠B.
B 9 (10 áàëëîâ). Íàéäèòå ÷èñëà abc5 è mn, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
abc5 : 11 = mn.
B 10 (10 áàëëîâ). Èç ïîëíîãî êóâøèíà, âìåùàþùåãî 300 ãðàìì êîíöåí-
òðèðîâàííîãî ñîêà, îòëèëè òðåòüþ ÷àñòü è ñòîëüêî æå äîëèëè âîäû. Çàòåì èç
êóâøèíà îòëèëè ÷åòâåðòóþ ÷àñòü ðàçâåäåííîãî ñîêà è ñíîâà äîëèëè âîäû. Ïî-
ñëå ýòîãî îòëèëè åùå òðåòüþ ÷àñòü, íî âîäîé íå äîëèâàëè. Ñêîëüêî îêàçàëîñü
â êóâøèíå ñîêà è âîäû?

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!
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B 1 (10 áàëëîâ). Ïóñòü y�äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Èçâåñò-

íî, ÷òî x1, x2 �êîðíè óðàâíåíèÿ x2+
x

y
−
y2

2
= 0. Äîêàæèòå, ÷òî x4

1+x4
2 ≥ 2+

√
2.

B 2 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
0 < a1 < a2 < · · · < a9 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a8 + a9
a3 + a6 + a9

< 3.

B 3 (10 áàëëîâ). Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
óðàâíåíèå

x2 − |x+ a+ 3| = |x− a− 3| − (a+ 3)2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
B 4 (10 áàëëîâ). Â êîðîáêå íàõîäèòñÿ â ñîâîêóïíîñòè 30 ÷åðíûõ è áåëûõ
øàðîâ, ïðè ýòîì ñðåäè ëþáûõ 12 øàðîâ åñòü õîòÿ áû îäèí áåëûé, à ñðåäè
ëþáûõ 20 øàðîâ õîòÿ áû îäèí ÷åðíûé. Ñêîëüêî áåëûõ øàðîâ â êîðîáêå?
B 5 (10 áàëëîâ). Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè îíî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå m2+4n2, ãäå m è n�öåëûå ÷èñëà. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ
èíòåðåñíûõ ÷èñåë òàêæå èíòåðåñíûì ÷èñëîì? Îòâåò îáîñíóéòå.
B 6 (10 áàëëîâ). Çàäàí êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 2. Ê íåìó ïðè-
ñòðîåí ïðÿìîóãîëüíèê CDEF (ñì. ðèñ.). Ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïî-
ñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíèê CDEF , ïîäîáíûé ïðÿìîóãîëüíèêó ABFE.

B 7 (10 áàëëîâ). ×èñëî a ïðè äåëåíèè íà 13 äàåò îñòàòîê 7. Êàêèì áóäåò
îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 13 ÷èñëà 15a2 + 4a+ 9?
B 8 (10 áàëëîâ). Ñðàâíèòå ÷èñëà 217

17

è 172
17

.
B 9 (10 áàëëîâ). Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà a, b, c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

a+
1

b
= b+

1

c
= c+

1

a
. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a · b · c?

B 10 (10 áàëëîâ). Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx + c èìååò
êîðíè. Èìååò ëè êîðíè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí a3x2+ b3x+ c3? Îòâåò îáîñíóéòå.

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!

XXX Ìåæðåãèîíàëüíàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

¾ÑÀÌÌÀÒ-2022¿

Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

6 ìàðòà 2022 ãîäà

8 êëàññ

B 1 (10 áàëëîâ). Ïóñòü y�äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Èçâåñò-

íî, ÷òî x1, x2 �êîðíè óðàâíåíèÿ x2+
x

y
−
y2

2
= 0. Äîêàæèòå, ÷òî x4

1+x4
2 ≥ 2+

√
2.

B 2 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
0 < a1 < a2 < · · · < a9 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a8 + a9
a3 + a6 + a9

< 3.

B 3 (10 áàëëîâ). Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
óðàâíåíèå

x2 − |x+ a+ 3| = |x− a− 3| − (a+ 3)2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
B 4 (10 áàëëîâ). Â êîðîáêå íàõîäèòñÿ â ñîâîêóïíîñòè 30 ÷åðíûõ è áåëûõ
øàðîâ, ïðè ýòîì ñðåäè ëþáûõ 12 øàðîâ åñòü õîòÿ áû îäèí áåëûé, à ñðåäè
ëþáûõ 20 øàðîâ õîòÿ áû îäèí ÷åðíûé. Ñêîëüêî áåëûõ øàðîâ â êîðîáêå?
B 5 (10 áàëëîâ). Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè îíî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå m2+4n2, ãäå m è n�öåëûå ÷èñëà. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ
èíòåðåñíûõ ÷èñåë òàêæå èíòåðåñíûì ÷èñëîì? Îòâåò îáîñíóéòå.
B 6 (10 áàëëîâ). Çàäàí êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 2. Ê íåìó ïðè-
ñòðîåí ïðÿìîóãîëüíèê CDEF (ñì. ðèñ.). Ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïî-
ñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíèê CDEF , ïîäîáíûé ïðÿìîóãîëüíèêó ABFE.

B 7 (10 áàëëîâ). ×èñëî a ïðè äåëåíèè íà 13 äàåò îñòàòîê 7. Êàêèì áóäåò
îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 13 ÷èñëà 15a2 + 4a+ 9?
B 8 (10 áàëëîâ). Ñðàâíèòå ÷èñëà 217

17

è 172
17

.
B 9 (10 áàëëîâ). Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà a, b, c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

a+
1

b
= b+

1

c
= c+

1

a
. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a · b · c?

B 10 (10 áàëëîâ). Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx + c èìååò
êîðíè. Èìååò ëè êîðíè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí a3x2+ b3x+ c3? Îòâåò îáîñíóéòå.

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!



XXX Ìåæðåãèîíàëüíàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

¾ÑÀÌÌÀÒ-2022¿

Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

6 ìàðòà 2022 ãîäà

9 êëàññ

B 1 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü óðàâíåíèå x4 − 8
√
3x3 + 66x2 − 72

√
3x+ 81 = 0.

B 2 (10 áàëëîâ). Âûÿñíèòå, êàêèì ÷èñëîì (ðàöèîíàëüíûì èëè èððàöèîíàëü-
íûì) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ÷èñëîâîãî âûðàæåíèÿ:

(
√√

20− 4 +
√√

20 + 4)2√
(4−

√
20)2

− 3
√
20.

B 3 (10 áàëëîâ). Â òðåóãîëüíèêå 4ABC íà ñòîðîíàõ BC,AC,AB îòìåòèëè
òî÷êè D,E, F ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AF : FB = BD : DC = CE : EA = 2 : 3.
Îòðåçêè AD,BE,CF ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P,Q,R. Ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà 4ABC ðàâíà S4ABC = 19. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 4PQR.
B 4 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

0 < a1 < a2 < · · · < a25 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a23 + a24 + a25
a5 + a10 + a15 + a20 + a25

< 5.

B 5 (10 áàëëîâ). Â êîøåëüêå â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå êóïþðû äîñòîèí-
ñòâîì 100 è 200 ðóáëåé. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, èçâëåêàÿ êóïþðû
ïî îäíîé, ìîæíî ðàñïëàòèòüñÿ çà ïîêóïêó, ñòîèìîñòüþ 1800 ðóáëåé?
B 6 (10 áàëëîâ). ×åòûðå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî ab+cd =
= ac + bd = 4 è ad + bc = 5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû
a+ b+ c+ d.
B 7 (10 áàëëîâ). Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2+bx+c èìååò êîðíè.
Èìååò ëè êîðíè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí a2021x2+b2021x+c2021? Îòâåò îáîñíóéòå.
B 8 (10 áàëëîâ). Äëÿ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà f(x) = ax2+bx+c âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ: f(0) + f(1) = 0; f(2) + f(3) = 0. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 0.
B 9 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

x+ y = 48

xy − 2z2 − 4u2 = 576

B 10 (10 áàëëîâ). Íà äîñêå âûïèñàíû öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 10. Èãîðü è Ìàòâåé
íà ëèñòêàõ âûïèñûâàþò íåêîòîðûå èç íàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë (õîòÿ áû ïî
îäíîìó ÷èñëó). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ÷èñëî,
êîòîðîå íàçîâóò îáà ìàëü÷èêà, êîãäà áóäóò çà÷èòûâàòü âûáðàííûå ÷èñëà?

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!

XXX Ìåæðåãèîíàëüíàÿ îëèìïèàäà
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B 1 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü óðàâíåíèå x4 − 8
√
3x3 + 66x2 − 72

√
3x+ 81 = 0.

B 2 (10 áàëëîâ). Âûÿñíèòå, êàêèì ÷èñëîì (ðàöèîíàëüíûì èëè èððàöèîíàëü-
íûì) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ÷èñëîâîãî âûðàæåíèÿ:

(
√√

20− 4 +
√√

20 + 4)2√
(4−

√
20)2

− 3
√
20.

B 3 (10 áàëëîâ). Â òðåóãîëüíèêå 4ABC íà ñòîðîíàõ BC,AC,AB îòìåòèëè
òî÷êè D,E, F ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AF : FB = BD : DC = CE : EA = 2 : 3.
Îòðåçêè AD,BE,CF ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P,Q,R. Ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà 4ABC ðàâíà S4ABC = 19. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 4PQR.
B 4 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

0 < a1 < a2 < · · · < a25 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a23 + a24 + a25
a5 + a10 + a15 + a20 + a25

< 5.

B 5 (10 áàëëîâ). Â êîøåëüêå â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå êóïþðû äîñòîèí-
ñòâîì 100 è 200 ðóáëåé. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, èçâëåêàÿ êóïþðû
ïî îäíîé, ìîæíî ðàñïëàòèòüñÿ çà ïîêóïêó, ñòîèìîñòüþ 1800 ðóáëåé?
B 6 (10 áàëëîâ). ×åòûðå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî ab+cd =
= ac + bd = 4 è ad + bc = 5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû
a+ b+ c+ d.
B 7 (10 áàëëîâ). Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2+bx+c èìååò êîðíè.
Èìååò ëè êîðíè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí a2021x2+b2021x+c2021? Îòâåò îáîñíóéòå.
B 8 (10 áàëëîâ). Äëÿ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà f(x) = ax2+bx+c âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ: f(0) + f(1) = 0; f(2) + f(3) = 0. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 0.
B 9 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

x+ y = 48

xy − 2z2 − 4u2 = 576

B 10 (10 áàëëîâ). Íà äîñêå âûïèñàíû öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 10. Èãîðü è Ìàòâåé
íà ëèñòêàõ âûïèñûâàþò íåêîòîðûå èç íàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë (õîòÿ áû ïî
îäíîìó ÷èñëó). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ÷èñëî,
êîòîðîå íàçîâóò îáà ìàëü÷èêà, êîãäà áóäóò çà÷èòûâàòü âûáðàííûå ÷èñëà?

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!
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Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

6 ìàðòà 2022 ãîäà

10 êëàññ

B 1 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) . . . (x+ 2022) = 2022

ìåíüøå
1

2021!
, ãäå 2021! = 1 · 2 · 3 . . . 2021.

B 2 (10 áàëëîâ). Ïóñòü ÷èñëî abc ïðîñòîå. ×åðåç n îáîçíà÷èì íàèìåíüøèé äå-
ëèòåëü ÷èñëà abcabc, îòëè÷íûé îò 1, à ÷åðåç m�äðóãîé äåëèòåëü, áëèæàéøèé
ê n. Íàéòè n ·m.
B 3 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü óðàâíåíèå x8 − 8

√
3x6 + 66x4 − 72

√
3x2 + 81 = 0.

B 4 (10 áàëëîâ). Äàíà àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ a1 = 1, a2, a3, . . . , a22 = 16.
Âû÷èñëèòå

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
a21 +

√
a22

.

B 5 (10 áàëëîâ). Â ñòðîêó âûïèñàëè 2022 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: a1, a2, a3, . . . , a2022.
Âåðíî ëè, ÷òî ëèáî îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 2022, ëèáî ñóììà íåñêîëüêèõ ðÿäîì
ñòîÿùèõ äåëèòñÿ íà 2022? Âûâîä ñòðîãî îáîñíîâàòü.
B 6 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ a ≥ 0, b ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(a+ b)(ab+ 2025) ≥ 180ab.
B 7 (10 áàëëîâ). Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

x4 − 3x2 + 4− 5

x2 + 1
+

1

(x2 + 1)2
.

B 8 (10 áàëëîâ). Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x è óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó√

5f(x)−
√
5f(x)− f(5 + x) ≥ 5

ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x. Âåðíî ëè, ÷òî f(x) ≥ 25 äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî
x? Îòâåò îáúÿñíèòå.
B 9 (10 áàëëîâ). Â øêîëå ìàòåìàòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëåñòíèöà ñ ïåðâî-
ãî ýòàæà íà âòîðîé ýòàæ ñîñòîèò èç äâóõ ïðîëåòîâ, ñîñòîÿùèõ èç 8 è 9 ñòóïåíåê.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè äåñÿòèêëàññíèê Âàñÿ ìîæåò ñïóñòèòüñÿ ïî íåé, åñëè îí
ìîæåò øàãàòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó, èëè ïåðåøàãèâàòü ÷åðåç ñòóïåíüêó,
èëè ïðûãàòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè?
B 10 (10 áàëëîâ). Òðè îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè a = 1, b = 2, c = 3 ïîïàðíî
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì, à òàêæå êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì
÷åòâåðòîé îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì r. Íàéòè r.

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!
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B 1 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) . . . (x+ 2022) = 2022

ìåíüøå
1

2021!
, ãäå 2021! = 1 · 2 · 3 . . . 2021.

B 2 (10 áàëëîâ). Ïóñòü ÷èñëî abc ïðîñòîå. ×åðåç n îáîçíà÷èì íàèìåíüøèé äå-
ëèòåëü ÷èñëà abcabc, îòëè÷íûé îò 1, à ÷åðåç m�äðóãîé äåëèòåëü, áëèæàéøèé
ê n. Íàéòè n ·m.
B 3 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü óðàâíåíèå x8 − 8

√
3x6 + 66x4 − 72

√
3x2 + 81 = 0.

B 4 (10 áàëëîâ). Äàíà àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ a1 = 1, a2, a3, . . . , a22 = 16.
Âû÷èñëèòå

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
a21 +

√
a22

.

B 5 (10 áàëëîâ). Â ñòðîêó âûïèñàëè 2022 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: a1, a2, a3, . . . , a2022.
Âåðíî ëè, ÷òî ëèáî îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 2022, ëèáî ñóììà íåñêîëüêèõ ðÿäîì
ñòîÿùèõ äåëèòñÿ íà 2022? Âûâîä ñòðîãî îáîñíîâàòü.
B 6 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ a ≥ 0, b ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(a+ b)(ab+ 2025) ≥ 180ab.
B 7 (10 áàëëîâ). Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

x4 − 3x2 + 4− 5

x2 + 1
+

1

(x2 + 1)2
.

B 8 (10 áàëëîâ). Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x è óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó√

5f(x)−
√
5f(x)− f(5 + x) ≥ 5

ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x. Âåðíî ëè, ÷òî f(x) ≥ 25 äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî
x? Îòâåò îáúÿñíèòå.
B 9 (10 áàëëîâ). Â øêîëå ìàòåìàòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëåñòíèöà ñ ïåðâî-
ãî ýòàæà íà âòîðîé ýòàæ ñîñòîèò èç äâóõ ïðîëåòîâ, ñîñòîÿùèõ èç 8 è 9 ñòóïåíåê.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè äåñÿòèêëàññíèê Âàñÿ ìîæåò ñïóñòèòüñÿ ïî íåé, åñëè îí
ìîæåò øàãàòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó, èëè ïåðåøàãèâàòü ÷åðåç ñòóïåíüêó,
èëè ïðûãàòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè?
B 10 (10 áàëëîâ). Òðè îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè a = 1, b = 2, c = 3 ïîïàðíî
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì, à òàêæå êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì
÷åòâåðòîé îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì r. Íàéòè r.

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!
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B 1 (10 áàëëîâ). Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(a, b, c) =
(a+ 4b

c

)2
+
(2b+ 2c

a

)2
+
(c+ 2a

2b

)2
ïðè a > 0, b > 0, c > 0.
B 2 (10 áàëëîâ). Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

4
(
1− ln

( x

2021

))2020
+
(
1 + ln

( x

2021

))2022
≥ 22022.

B 3 (10 áàëëîâ). Â øêîëå ìàòåìàòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëåñòíèöà ñ ïåðâî-
ãî ýòàæà íà âòîðîé ýòàæ ñîñòîèò èç äâóõ ïðîëåòîâ, ñîñòîÿùèõ èç 8 è 9 ñòóïåíåê.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè äåñÿòèêëàññíèê Âàñÿ ìîæåò ñïóñòèòüñÿ ïî íåé, åñëè îí
ìîæåò øàãàòü íà ñëåäóþùóþ ñòóïåíüêó, èëè ïåðåøàãèâàòü ÷åðåç ñòóïåíüêó,
èëè ïðûãàòü ÷åðåç äâå ñòóïåíüêè?
B 4 (10 áàëëîâ). Äàíà àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ a1 = 25, a2, a3, . . . ,

a2022 = 2025. Âû÷èñëèòå

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
a2021 +

√
a2022

.

B 5 (10 áàëëîâ). Ðåøèòü óðàâíåíèå
√
x2 + 4x− 2−

√
x2 + 6 = 3

√
x+ 3− 3

√
3x− 1.

B 6 (10 áàëëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ a < 1, b < 1, c < 1, a + b + c ≥ 1
2

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1− a)(1− b)(1− c) ≤
125

216
.

B 7 (10 áàëëîâ). Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 11,
A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Ïóñòü íàä ýòèì ìíîæåñòâîì çàäàíà ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè (ò.å. âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è êîýôôèöèåíòû
ïðèíàäëåæàò òîëüêî ìíîæåñòâó A) f(x) = x4 + 3x3 + 7x2 + 6x + 10. Íàéäèòå
ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé êîðíåé óðàâíåíèÿ f(x) = 0.

B 8 (10 áàëëîâ). Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé


x =

√
yz

y+z ,

y =
√
xz

x+z ,

z =
√
yx

y+x .

B 9 (10 áàëëîâ). Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = x8 − 8
√
3x6 + 66x4 − 72

√
3x2 + 100.

B 10 (10 áàëëîâ). Òðè îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè a = 1, b = 2, c = 3 ïîïàðíî
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì, à òàêæå êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì
÷åòâåðòîé îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì r. Íàéòè r.

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!
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A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Ïóñòü íàä ýòèì ìíîæåñòâîì çàäàíà ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè (ò.å. âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è êîýôôèöèåíòû
ïðèíàäëåæàò òîëüêî ìíîæåñòâó A) f(x) = x4 + 3x3 + 7x2 + 6x + 10. Íàéäèòå
ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé êîðíåé óðàâíåíèÿ f(x) = 0.
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B 9 (10 áàëëîâ). Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = x8 − 8
√
3x6 + 66x4 − 72

√
3x2 + 100.

B 10 (10 áàëëîâ). Òðè îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè a = 1, b = 2, c = 3 ïîïàðíî
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì, à òàêæå êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì
÷åòâåðòîé îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì r. Íàéòè r.

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÀ!!!


